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Re´sume´ :
Ce travail concerne la mode´lisation de la surface de charge de plasticite´ effective pour un mate´riau
biporeux sature´. Plusieurs mode`les, de´ja` propose´s dans [12], sont brie`vement rappele´s. Un nouveau
mode`le analytique a re´cemment e´te´ de´veloppe´ sur la base d’un crite`re GTN. La pertinence de ce
nouveau mode`le est ve´rifie´e par comparaison avec des simulations nume´riques en champ complet par
transforme´es de Fourier rapides (me´thode FFT, [7]). Des simulations sur des volumes contenant plus
de 500 cavite´s ellipso¨ıdales dans une matrice de Gurson ont notamment e´te´ re´alise´es. L’effet des
pressions internes dans les cavite´s est correctement reproduit par le nouveau mode`le analytique.
Abstract :
This work is devoted to the modeling of the overall yield surface for a biporous saturated material.
Several models, which have already been proposed in [12], are briefly recalled. A new analytical model,
based on a GTN criterion, has recently been developed. The accuracy of this new model is checked thanks
to full field numerical simulations using Fast Fourier Transforms (FFT method, [7]). In particular,
simulations over volumes containing more than 500 ellipsoidal cavities in a Gurson matrix have been
performed. The effect of the internal pressures inside the cavities is properly reproduced by the new
analytical model.
Mots clefs : Plasticite´ ; Microme´canique ; Transforme´es de Fourier Rapides
1 Introduction
Ce travail concerne la mode´lisation de la surface de charge de plasticite´ effective pour un mate´riau
biporeux sature´. L’application vise´e concerne le combustible nucle´aire UO2 fortement irradie´, e´tudie´
par l’Institut de Radioprotection et de Suˆrete´ Nucle´aire afin d’estimer la tenue des crayons combustibles
lors d’un accident de re´activite´. Ce mate´riau a la particularite´ de posse´der, en premie`re approximation,
deux populations de cavite´s sature´es : des bulles intragranulaires sphe´riques, de l’ordre de quelques
nanome`tres et des bulles intergranulaires, plutoˆt lenticulaires et de l’ordre du microme`tre (voir figure
1). A haute tempe´rature, ce mate´riau est principalement ductile et les deux populations de cavite´s
sont soumises a` des pressions internes dues aux gaz de fission qu’elles contiennent. On s’inte´resse,
dans ce travail, a` la mode´lisation de la surface de charge de plasticite´ effective pour un tel mate´riau
biporeux sature´.
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Bulle intragranulaire
Bulle intergranulaire
Figure 1 – Micrographie d’UO2 irradie´ (33 GW j/T) apre`s traitement thermique a` 2000 K durant 3
h d’apre`s [2].
2 Mode´lisation : approche multi-e´chelles
Afin de tenir compte des deux populations de bulles (inter/intragranulaires), on s’inte´resse a` un volume
e´le´mentaire repre´sentif et a` deux changements d’e´chelles :
– un milieu homoge`ne e´quivalent, note´ M1, repre´sentant un milieu constitue´ d’une matrice d’UO2
(milieu continu M0), dans lequel sont plonge´es des cavite´s intragranulaires sphe´riques de fraction
volumique fb pressurise´es a` une pression pb uniforme (fb e´tant une fraction volumique locale au sens
du milieu M1). La matrice est suppose´e incompressible et suivre un crite`re de type Von Mises pour
sa surface de plasticite´ de limite d’e´lasticite´ σ0.
– un milieu homoge`ne e´quivalent, note´ M2, repre´sentant un milieu dont la matrice est constitue´e du
milieuM1 pre´ce´dent, dans lequel sont plonge´es des cavite´s intergranulaires. Ces bulles sont suppose´es
ellipso¨ıdales oblates, de meˆme facteur d’aspect w (i.e. rapport petit axe sur grand axe), distribue´es
ale´atoirement dans l’espace et en orientation. La fraction volumique de ces cavite´s est note´e fe ; elles
sont pressurise´es a` une pression pe uniforme.
3 Premier changement d’e´chelle : crite`re GTN
Pour le premier changement d’e´chelle (milieuM1), on utilise le crite`re de Gurson-Tvergaard-Needleman













− 1− (q1fb)2 = 0, (1)








Σd : Σd, la partie de´viatorique de Σ e´tant note´e Σd = Σ − Σmi. Diffe´rentes expressions
des coefficients q1 et q3 peuvent eˆtre trouve´es dans [5] et [6]. Etant donne´ que q1 apparait dans
l’expression (1) comme un coefficient multiplicatif a` la porosite´ fb, ce coefficient ne sera pas pre´cise´
dans les e´quations suivantes. Lorsque les cavite´s sont soumises a` une pression interne pb, le crite`re de
Gurson est conserve´ en remplacant Σm par Σm + pb [12].
4 Deuxie`me changement d’e´chelle : simulations nume´riques FFT
Des simulations nume´riques en champ complet ont e´te´ re´alise´es en utilisant la me´thode par Trans-
forme´es de Fourier Rapides (FFT method, Fast Fourier Transforms method). Cette me´thode ite´rative
base´e sur les transforme´es de Fourier rapides dans le but d’obtenir les proprie´te´s effectives de micro-
structures pe´riodiques a e´te´ propose´e par [8] et [7]. Cette me´thode a e´te´ applique´e avec succe`s pour
le cas traite´ ici d’un milieu a` matrice GTN sous pression (milieu M1 tel que de´fini dans la section
pre´ce´dente) contenant des cavite´s ellipso¨ıdales oblates oriente´es et distribue´es ale´atoirement dans le
volume. Tout d’abord, des simulations ont e´te´ re´alise´es dans le cas particulier ou` la porosite´ intra-
granulaire (fb) est nulle : le milieu M1 suit alors le crite`re de Von Mises (le crite`re GTN se re´duit
dans ce cas au crite`re de Von Mises). Sur ce cas moins complexe, des calculs ont e´te´ effectue´s sur trois
microstructures diffe´rentes afin d’e´tudier la repre´sentativite´ du volume e´le´mentaire. Ensuite, des simu-
lations ont e´te´ re´alise´es dans le cas d’une matrice GTN (porosite´ fb non nulle) sur deux microstructures
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diffe´rentes (changement du rapport d’aspect des ellipso¨ıdes w). L’effet d’une pression interne pb, ou
plus pre´cise´ment d’une diffe´rence de pression entre les bulles intra et intergranulaires p = pb − pe, a
e´galement e´te´ e´tudie´.
4.1 Cas particulier ou` fb = 0
Les trois microstructures diffe´rentes (note´es “microstructure 0” a` “microstructure 2”) teste´es com-
prennent chacune un grand nombre de cavite´s : 511 cavite´s ellipso¨ıdales oblates de taille unique
sont place´es dans la matrice. Chaque ellipso¨ıde (en gris sur la figure 2) est entoure´e par une couche
sphe´rique de matrice (en noir sur la figure 2) dans le but d’e´viter toute intersection entre cavite´s. Ainsi,
chaque sphe`re composite comprend une cavite´ ellipso¨ıdale oblate entoure´e d’une couche de matrice.
Ces sphe`res composites sont entoure´es de matrice dans la cellule unitaire totale. Toutes les sphe`res
composites ont la meˆme porosite´ et le taux de remplissage de la cellule unitaire totale par ces sphe`res
composites est de 62 %.
(microstructure 0) (microstructure 1) (microstructure 2) (microstructure 3)
Figure 2 – Cellules unitaires pe´riodiques utilise´es pour les simulations FFT. Les microstructures #
0 a` 2 contiennent des cavite´s ellipso¨ıdales de rapport de forme 1/5 tandis que la microstructure # 3
contient des cavite´s ellipso¨ıdales de rapport de forme 1/10.
Les calculs ont e´te´ re´alise´s en imposant les e´tats de contraintes effectives suivants (axisyme´trique ou
de cisaillement pur) :
Σ = Σmi+Σeq

 -1/3 0 00 -1/3 0
0 0 2/3












Les valeurs des parame`tres des simulations sont donne´es dans le tableau 1.
Discre´tisation (voxels pour chaque direction) N1 = N2 = N3 512
Ge´ometrie Nombre de cavite´s 511
Porosite´ fe 0.04
Rapport de forme w 1/5
Matrice Module de Young 10
Coefficient de Poisson 0.2
Limite d’e´lasticite´ σ0 1
Porosite´ interne fb 0
Milieu de re´fe´rence Module de Young 7.5
Coefficient de Poisson 0.2
Table 1 – Parame`tres des simulations FFT (cas de la matrice incompressible).
Les re´sultats des simulations sont repre´sente´s sur la figure 3. Les trois microstructures conduisent a`
des re´sultats similaires (en termes de surface de charge effective), ce qui valide la taille des cellules
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unitaires teste´es. De plus, de faibles diffe´rences sont observe´es sur les re´sultats obtenus entre les e´tats
de contraintes axisyme´trique et de cisaillement pur, ce qui indique une faible influence du troisie`me
invariant des contraintes sur la surface de charge effective.



























































Figure 3 – Surface de charge effective : (trait plein) nouvelle estimation (3) e´value´e avec fb = 0,
fe = 0.04, w = 1/5, q3 = 1, pe = 0. Re´sultats FFT obtenus sur les microstructures 0 a` 2 de la
figure 2 : (croix) contrainte effective axisyme´trique, (carre´s) contrainte effective de cisaillement pur.
Figure en bas a` droite : moyenne des re´sultats FFT obtenus sur les microstructures 0 a` 2, l’e´cart entre
les valeurs maximales et minimales est repre´sente´ en rouge (resp. bleu) dans le cas des contraintes
effectives axisyme´triques (resp. de cisaillement pur).
4.2 Cas ge´ne´ral ou` fb 6= 0
Des simulations nume´riques avec matrice GTN (fb 6= 0) ont ensuite e´te´ re´alise´es. Une nouvelle micro-
structure (microstructure # 3) a e´te´ cre´e´e sur la base de la microstructure # 0 (figure 2) en modifiant le
rapport de forme des ellipso¨ıdes (w = 1/5 devenant w = 1/10), tout en conservant leurs orientations et
leur distribution dans la matrice. Les simulations ont e´te´ re´alise´es en imposant un e´tat de contrainte
macroscopique axisyme´trique. Les valeurs des parame`tres pour les simulations sont les meˆmes que
celles indique´es dans le tableau 1 hormis que w peut prendre les valeurs w = 1/5 ou w = 1/10 et
que la porosite´ fb est fixe´e a` 0.02. Diffe´rentes valeurs de pression interne pb ont e´te´ teste´es sur ces
microstructures. Les re´sultats sont pre´sente´s sur la figure 4 : une bonne ade´quation est obtenue entre
les pre´dictions du mode`le analytique pre´sente´ a` la section suivante et les re´sultats de ces simulations
nume´riques en champ complet.
5 Mode´lisation de la surface de charge effective : de´termination d’un
mode`le analytique
Concernant la surface de charge effective pour un tel mate´riau biporeux sature´, deux bornes supe´rieures
et une estimation ont e´te´ propose´es dans [12] :
– une borne supe´rieure, obtenue par l’interme´diaire de la me´thode variationnelle de [10] (ou me´thode
se´cante modifie´e [11]), pre´cise pour de faibles taux de triaxialite´ ;
– une borne supe´rieure, obtenue en ge´ne´ralisant l’approche de [3] a` un mate´riau a` matrice compressible,
pre´cise pour de forts taux de triaxialite´ ;
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Figure 4 – Surface de charge effective : (trait plein) nouvelle estimation (3) e´value´e avec fb = 0.02,
fe = 0.04, q3 = 1, pe = 0, (croix) re´sultats des simulations FFT sur la microstructure # 0 de la figure
2, (noir fin) pb = 0, (gris) pb = 0.5σ0, (noir e´pais) pb = 1.5σ0. Figure de gauche : w = 1/5, Figure de
droite : w = 1/10.
– une estimation, appele´e mode`le ”N-phases”, inspire´e des travaux de [1] et aussi base´e sur la me´thode
variationnelle de [10], est propose´e afin de correspondre au meilleur des deux types de bornes
pre´ce´dentes selon le taux de triaxialite´.
Le mode`le N-phases s’est re´ve´le´ extreˆmement pertinent pour un large spectre de parame`tres internes
(porosite´s, pressions des cavite´s, rapport de forme w). Ne´anmoins, son imple´mentation ne´cessite la
re´solution d’un syste`me d’e´quations non line´aires. Meˆme si la re´solution nume´rique approche´e d’un tel
syste`me est aise´e, nous avons cherche´ a` obtenir un nouveau mode`le totalement analytique, essentiel-
lement pour des raisons lie´es au temps de calcul et a` la facilite´ d’inte´gration dans un logiciel de calcul
de structure. Ainsi, nous proposons un crite`re de type GTN pour la surface de charge effective d’un






































α− 1 , (4)
Σ¯+m, Σ¯
−
m et Σ¯eq sont des approximations des contraintes effectives purement hydrostatiques ou e´quivalentes
correspondant respectivement a` des taux de de´formation effectifs purement hydrostatiques (positif ou
ne´gatif) ou de´viatorique. Ainsi, le crite`re propose´ consiste a` imposer une forme de type GTN passant










Figure 5 – Le crite`re de charge propose´ consiste a` imposer une forme de type GTN passant par les









Les fonctions Σ¯+m, Σ¯
−
m et Σ¯eq de´pendent des parame`tres internes tels que les porosite´s fb et fe, la
diffe´rence des pressions p = pb − pe et le rapport de forme des cavite´s ellipso¨ıdales oblates w. Ces
fonctions ont e´te´ obtenues en partant de la borne supe´rieure de [12] obtenue en ge´ne´ralisant l’approche
de [3] a` un mate´riau a` matrice compressible. Dans le cas des cavite´s sphe´riques (pour faire court dans
cette communication, le potentiel e´tant de forme similaire dans le cas des cavite´s ellipso¨ıdales), ce
5
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
re´sultat s’e´crit de la fac¸on suivante. Le potentiel effectif Φ(E˙, pb, pe) est majore´ par :


















dy dz − 3(1 − fe)pA
]
−3peE˙m. (5)
En notant Asol la solution de ce proble`me de minimisation, la surface de charge effective associe´e
est obtenue (Σ = ∂Φ¯/∂E˙)). Les fonctions Σ¯+m, Σ¯
−
m et Σ¯eq ont e´te´ obtenues de fac¸on analytique par
approximation de Asol (ce scalaire repre´sentant le taux de de´formation hydrostatique moyen dans la
matrice, il est relatif a` la dilatation moyenne de la matrice).
Le crite`re analytique propose´ (e´quation 3) a e´te´ compare´ aux simulations nume´riques FFT (figures 3
et 4). Une bonne ade´quation entre simulations nume´riques en champ complet et mode`le analytique
propose´ est observe´e. Notamment, la forme ge´ne´rale impose´e au crite`re 3 semble pertinente (crite`re
de forme GTN). L’effet des pressions internes est correctement reproduit : la diffe´rence p = pb − pe
implique une translation du crite`re le long de l’axe hydrostatique mais e´galement une re´duction en
taille de la surface de plasticite´ (diminution du domaine e´lastique).
6 Conclusion
Un mode`le analytique a re´cemment e´te´ mis au point afin de de´crire la surface de plasticite´ effective
d’un mate´riau bi-poreux avec pressions internes. Des simulations nume´riques en champ complet ont
e´te´ re´alise´es en utilisant la me´thode FFT de [8] et [7]. Les re´sultats de ces simulations permettent de
montrer la pertinence du mode`le analytique propose´.
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